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1. Grundlage: Betrag einer Zahl

Das Thema ,Betrag einer Zahl* wird im Text 12160 im Ordner Algebra grindlich behandelt.
Dort wird erlautert, was Betrage sind und wie man Gleichungen und Ungleichungen I6st,
in dem Betrage vorkommen.

Hier nur ganz kurz eine Zusammenfassung.

Man hat den Betrag IxI einer Zahl x eingefihrt, um eine Mdglichkeit zu besitzen, eine Zait, x 20si’iv
zu machen. Ist die Zahl x schon positiv, etwa x = 3, dann verpufft natirlich die Betragswir.:un¢; denn
es ist I3] = 3. Ist aber die Zahl x negativ, etwa x = -3, dann tritt die Wirkung dieser Betroasfunktion ein,

indem der Betrag aus -3 das Ergebnis 3 erstellt:  |-31=3.

Man kann vereinfachend sagen: Der Betrag einer Zahl sei die Zahl ohne Vorzaichen.
Man kann also den Betrag einer Zahl weglassen, wenn die Zahl positiv odar (.ist, also wenn sie nicht

negativ ist. Ist sie aber negativ, dann kann man an Stelle des Betrags\zucih ein zusatzliches

Minuszeichen schreiben damit das Argument positiv wird: ‘ ‘ = —':_“_! =3

x falls x>0
Fiar mathematische Zwecke braucht man jedoch folgende Defiriition: |x| = { x falls x <0
Beispiele fir Betragsirezhnungen:
=5, -71=7. [V3|=vB, [ |-
Einfache Betragsgleichungen:
|x| =2 hat die Lésuhgering,=2 und x, = -2, dennesist [2/=2 und |-2|=2.
|x| =12 hat die Ldosungen x; =12 und x, =-12
|x| =4 hat keit =2 1 osungen, denn jeder Betrag ist > 0!
|x + 3| =8 ex’Argument muss 8 oder - 8 sein, also gilt
X%3=38 oder Xx+3=-8
X, =25 X, = —11

Lésungsmenge: L ={5;-11}

Probe: 5+3=8 und |-11+3|=|-8|=8
|%x —5| =6 Das Argument muss 6 oder -6 sein, also gilt:

1x-5=6 oder Ix-5=-6

Ix=11 zx=-1

X, =22 X, = —2

Lésungsmenge: L ={-2;22}
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2. Die Grundfunktion: f(x)=\x\

Wie zuvor besprochen gilt fir positive Werte von x: |x| =X

Und dasselbe fiir x = 0: 0]=0. x| =x falls x>0

Far negative x &ndert der Betrag das Vorzeichen.

Dasselbe erreicht man durch ein zusatzliches Minuszeichen: |x| =-x falls x<()

Daher kann man die einfachste Betragsfunktion so umschreiben:

—x fallsx<0

x fallsx>0
9=} =]

Das Schaubild links gehort zur Funktion f(x) =X.

Das rechte zeigt die Betragsfunktion f(x)=|x.

Links ist angedeutet, dass der Betrag Punkte nach oben spiegelt. die/w::gen einer negativen
y-Koordinate unter der x-Achse liegen:

Y \ ¥
4 4
3 p 3
2 2
1 1
X X
- - - >
4 3 2 1 1 2 3 4 -4 3 2 -1 /ﬂ 1 2 3 4
1 // -1
s
B
2 s 2
o
3 7 P 3
7/
//
4 | -4
I
/s
_/

Das Schaubild dieszmSetragsfunktion ist also v-férmig und besteht aus zwei Halbgeraden.

Die Funktion ist/sai x== 0 stetig, weil der Grenzwert von links:  lim (x)=-0=0,

der Grenzwertvon rechts lim f(x)=0 und der Funktionswert f(0)=|0|=0 gleich sind.
Sie 11at jedoch einen Knick, was man auch als nicht differenzierbar an der Stelle 0 bezeichnet.

Darauf wird in diesem Text nicht weiter eingegangen.
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3.

Beispiel 1:

Betragsfunktionen der Form f(x)=|ax+b

f(x)=[x-2|

Man nennt den Term zwischen den Betragsstrichen das Argument des Betrags. ]

Zur betragsfreien Schreibweise der Funktion muss man diese Untersuchung vornehmen:

1. Wann ist das Argument x-2>07? x-220 < x>2.

Folgerung: Fir x >2 kann man die Betragsstriche weglassen.

2. Wann ist das Argument x-2<0? x-2<0 & x<2

Folgerung: Fir x > 2 andert der Betrag das Vorzeichen des Argiments.

Das kann auch dadurch geschehen, dass man vor das Arauzienc€in Minuszeichen setzt.

Ergebnis:

X—2 flr x > 2.

f(x)=|x—2|={_(x_2):_x+2 fur _ZJ

Die Zeichnung kann man auf zweierlei Arten erstellen.

1. Mdglichkeit:

2.Mdglichkeit:

Fir x > 2 zeichnet man die Gerade\y = x—2 . Diese hat ihren y-Achsenabschnitt
in A(0[|-2) und die Steigung ‘i Benétigt wird jedoch nur die Halbgerade ab dem
Schnittpunkt N(2]0) mit der’x*Achse nach rechts,

Fir x <2 zeichnetyméa iz (Halbgerade) y = —x — 2 mit dem y-Achsenabschnitt

B(0]2) und der Staiguiig -1. Sie gilt links von x = 2. (Abb. 1)

Man zeichnet wan die Gerade y = x—2 und spiegelt den Teil links von N(2 | 0) ,

der ja'die *ur kte mit negativem y-Wert enthalt, an der x-Achse nach oben. (Abb. 2)

Hinweis:

¥
B 4
3
2
1
X
-1 23 1 0 1 .72 £ 4 5 6
,/
4 /’
/
’
-24
rd
,/
,/ -3
y Abb.2
F i -4
v
z’
_I

fist Uberall stetig.
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¢ A Arg falls Arg>0, dh. fir x....
_— 1 Argl -
Allgemein it ()= Arg —(Arg) falls Arg<0 dh. fir x...

Dieses Minuszeichen ersetzt den
Betrag furr negative Argumente !

Beispiel 2: f(x)=|1x+2|

Betragsfreie Darstellung: IX+220 & 1x2-2 o x>-4

1
2

3X+2<0 & Ix<-2 & x<-4

IX+2 fur x>'-4
Ergebnis: f(x)=|1x+2|= (

Ix+2)=—1x-2 N{r¥%<-4

Schaubild:

Entweder zeichnet man die beiden Halbgeraden y = 1x + 2%ab'w% nach rechtsund y = —1x-2

ab -4 nach links, oder man zeichnet die Gerade y =1 x-%2 und spiegelt den unter der x-Achse

1
2

liegende Teil nach oben:

A
\ /
5 |

v><

Stetigkeit:

fistdpzraii stetig, auch an der Nahtstelle x = -4.
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Beispiel 3 f(x)=|-2x+2|

Betragsfreie Darstellung: 2X+2>20 < -2x2-2 & X 1

Achtung: Dividiert (oder multipliiert) man eine Ungleichung durch eine negative Zahl, hier (-2),

dann andert die Ungleichung ihre Richtung. Aus > wurde also <.

Analog dazu gilt: -2x+2<0 & -2x<-2 < x[>|1
Eraebnis: - S —2X+2 fir x<-1
rgebnis: () =F2x+2=1_ o i 2)—2x-2 fur x>1

Schaubild:

-21 \

Wichtiger Hinweis:

Statt |-2x + 2| kann man auch |2x - 2! schreiben.

Man erkennt es, indem man die"betiaasireie Darstellung berechnet.

Es gibt aber auch einen algebraizcticn Beweis dafir.

Dazu muss man zweierleiivissen: (1)  Esgilt: |a|-|b| =|a-b]

(2)  Esistnatiirlich |1 =1

Also kann man s& rechnen: |-2x +2|-1=|-2x+2]-|-1 = |(—2x +2)- (—1)| =[2x-2|.

Merke:

Andgft Jnan alle Vorzeichen des Argumentes, dndert dies die Betragsfunktion nicht.

So kann man Argumente mit negativer Steigungszahl in Argumente mit positiver Steigungszahl

umwandeln, und manches wird einfacher.

f(x)=|-3x-5| darf man also umschreiben in f(x)=[3x+5].

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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4. Zusammengesetzte Betragsfunktionen

¥

Beispiel 4: f(x)=|x-2+1

y=-x+3
Betragsfreie Darstellung: x-220 & x22

x-2<0 & x<2

Umrechnung:

(x—=2)+1= x-1 firx=>2

—(x=2)+1=—x+3 flrx<2

f(x):|x—2|+1:{

Achtung: Der Summand +1 hat nichts mit dem Betrag zu tun, wird also nicht @&ngepasst.

Er ist auch der Grund dafiir, dass die Spitze nicht wie bisher auidier x-Achse liegt,

denn er verschiebt y =|x—2| um 1 in y-Richtung.

Beispiel 5: f(x)=|-2x+1-2 31
Oderso:  f(x)=[2x-1-2 o= ey 2 o
1..
Betragsfreie Darstellung: 2x-120 < x2>1 —t ; ; -
2 -1 \{ 1/ 2 3
2x-1<0 & x%5 -1
2x—1)—2= 2x “Sfir x > 1 2N
f(X)=|2X—1|—2: ( ) ( ] 2 e
—(2x-1)-2&2-1 furx<3 3¢
— . /
//.f_4..
Beispiel 6: f(x)=4—|%x+1|J ,
Betragsfreie Darstellung: Ji+120 & Ix2-1 & x2-2

1

Ix+1<0 & Ix<-1 & x<-2

N

4- (3Ix+1)=-3x+3 firx=-2

f(x):4—|;(+‘|':{

4+(%X+1)=+%x+5 fir x < -2

Achtuny:. Bei der zweiten Teilfunktion kommen zwei Minuszeichen vor die Klammer, was zu

eine ot + fuhrt!

y=-%/2+3

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 7: f(x)=[x-2/+x y
6
i 5
Betragsfreie Darstellung: x-220 & x22 ) y=2e2
Xx-2<0 o x<2 3
y=2 -
+(x=2)+x=2x-2 firx>2
f(x)=|x-2+x= (x=2) i '
—(x-2)+x=2 flr x < 2 )
4 =3 2 <1 0 1 z 3 4
-1
24
Beispiel 8: f(x)=x—[2x+1 \
3
& y=x-12x+1l

Betragsfreie Darstellung:

2x+120 < x>-1

2x+1<0 < x<-%

f(x)=x—|2x+1|={

Xx—(2x+1)=-x-1 firx>-

1
2
X+(2x+1)=3x+1 firx<-3

Beispiel 9:

Betragsfreie Darstellung:

f(x)=2x-3+|x-3|

320 < x=>23

2<0 & x<3

f(x)=2x-3+|x-3|= ;

%—3+(x-3)=3x-6 firx>3
\_x—3—(x—3):x

fir x <3

y
61 y=3x-6 ;
./
5T #
p
e
4t -
3
3t z
21 '
l--
X
3 2 1 1 2 3 4 5
.1-. J-II
y=x 4
=21
-3+
_4-.
-5+ ,"
/ y=2x-4+Ix-3I
AS:-
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Beispiel 10:  |f(x)=|x+3|+|x-2|

Jetzt muss man herausfinden, in welchem Intervall beide Argumente positiv sind, in welchem beide

negativ sind, und wo sie verschiedene Vorzeichen haben.

Vorarbeit: x+3>20 < x>-3 und x-2>20 < x=>2

Man erkennt also, dass sich das Vorzeichen an den Stellen -3 und 2 andert.

Diese Ergebnisse stellt man in einer Vorzeichentabelle zusammen:

Man erkennt daraus, dass man fir x < -3 die
Vorzeichen beider Argumente andern muss, X+3 C) + + R
dass man fiir -3 < x <3 das von (x-2) andern muss, X —2 Y @ fy— + i
I
und dass flir x > 2 beide Argumente positiv sind. |
(—x=3)+(-x+2)=-Ix-1 firx<3
f(x)=|x+3|+|x—2|= (x+3)+(-x+2)~5 fior 3<x<2
(x+3)+(x-2)=2x+1 fir x > 2
(%)
e
|
\ 6
\ \
\
‘ 4

N

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



41021 Lineare Betragsfunktionen 11

Beispiel 11: f(x)=|x+2—|x-1

Vorzeichen der Argumente: X+2>0 & x>-2 und x-120 < x2>1

Vorzeichentabelle: l:—g| m
x+2 — 0O + +

X—1 — — OQ +
Xx<-2| [2<x<1] [ x>1

> X

Fir x < -2 sind beide Argumente negativ, also andert hier der Betrag beide"“/or’.eichen.
Fir -2<x<1 ist das zweite Argument negativ, hier andert der Betrag das, v.orzeichen.

Fir x >1 sind beide Argumente positiv, weshalb man hier die Betraggstriehe weglassen kann:

-

—(x+2)+(x-1)=-3" fur x<-2
f(x)=|x+2|—|x—1|= +(x+2)+(x+1)z2x 1 fir -2 <x <1
+(x+2)—(x—4)=3 fir x >1

Noch eine Anmerkung zu den Vorzeichen bei dei,Zcsammensetzung der Teilfunktionen.
Weil die Funktion stetig ist, kann man den Funktionswerte f(-2) auch bei der 2. Teilfunktion berechnen

und genauso f(1). Diese Darstellung ist aiao auch richtig:

[—(x+2)+(x-1)=-3 fir x<-2
f(x)=|x+2|-|xethad+(x+2)+(x-1) =2x+1 fiir —2<x <1
+(x+2)-(x-1)=3 fiir x > 1

Schaubild von f: y=Ix+2l - Ix-1| 4t

y=3

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 13: f(x)=|x+1-|]2x-2|

Vorzeichen der Argumente: x+120 < x2-1 und 1x-220 < x4

Vorzeichentabelle: EI II'
X+1 — QO + +
+

N N
X

|
N

< |

Folgerung:

+(+x-2)=—4x-3 fir <1
(2 —2):%x—1f"1r» 1<x<4

(x+1)—(%x—2):%x+3 Ur x>4

Fir x < -1 sind beide Argumente negativ, also andert hier der 2etrag beide Vorzeichen.
Far -1<x<4 ist das zweite Argument negativ, hier &ndert ¢ar 3etrag das Vorzeichen.

Fir x > 4 sind beide Argumente positiv, weshalb mantierie Betragsstriche weglassen kann:

Schaubild:

y=Ix+11 - x/2-21

24 y=1,5x-1

| Kol
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5. Trainingsaufgaben

Stelle f ohne Betragsstriche dar und zeichne das Schaubild

(1)

(10)

(11)

13)

(14)

f(x)=|3x-1|
f(x)=]-3x+2|
f(x)=|-2x+4]|
f(x)=|5x+5]
()=l x-
f(x)=|-&x+1]

f(x)=p2x-4|+|x-3|
f(R)=|£x-3|+|+x+1|
f(x)=|2x-4|-|x-3|
f(x)=|£x+2|-|x-2|

f(x):|2x—8|—|—2x+1|
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